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ABSTRACT 
We show that if A2 is a train algebra of rank r, then the duplicate of A is train of 
rank r + 1. Also, if A” is a Bernstein algebra of order n and period 11. the 
commutative duplicate of A is Bernstein of order )L + 1 and period p. 
0. INTRODUCTION 
La notion de dupliquGe d’une alg6bre a 4th introduite par I. M. II. 
Etherington [l] pour d&ire dans le cadre de la th&orie des alg&bres non 
associatives la transmission hereditaire du patrimoine genotypique dune 
population. Dans le contexte des algebres pond&es definies par des train 
equations aux puissances principales (train algebres) ou aux puissances pleines 
avec une condition de minimalite du degre, un probleme est de savoir si les 
dupliquites de ces algebres verifient le mSme type d’equation et surtout de 
determiner le degre minimal. Dans cette optique nous etudions ici les 
dupliquees des train algebres et la dupliqute commutative d’une algebre de 
Bernstein pkiodique et pour cela nous utilisons une nouvelle version du 
theorkme d’Etherington permettant entre autre d’obtenir des resultats sur la 
d 1’ ’ up rquee sans recours aux choix des g&&ateurs. 
Dans tout ce qui suit K est un corps commutatif infini et A une 
K-algebre commutative non associative. 
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1. THI?ORkME D’ETHERINGTON 
RAPPEL 1.1. La dupliquie non commutative de A est l’espace A 8 A 
munit de la multiplication (X ~9 y)(x’ 8 y’) = (ry) 8 (x’ y’). 
La dupliqu6e commutative de A est la deuxieme puissance symetrique de 
A munit du produit (x. y)(x’ . y’) = (xy) . (x’y’). 
Sauf mention du contraire D(A) denote l’une ou l’autre des dupliquees. 
TH~OR~ME 1.2 (Theo&me d’Etherington). Les algibres D(A) et A2 >a 
Ann D( A) sont isonwrphes (012 >a &note le produit semi-direct d’al@bres). 
D&wnstration. D’aprits [4] on sait que D(A) est isomorphe i A2 >a 
Ker /_L ou F est le morphisme d’Etherington D(A) -+ A2 [ p( x 8 y) = xy 
ou /J(x ’ y) = xyl. 
I1 suffit done de montrer que Ker p = Ann D( A). Nous le ferons pour le 
cas commutatif, le cas non commutatif utilisant la m6me technique. On 
etablit par un calcul simple que ab = p(a). p(b) pour tout a, b E D(A). 
Done, pour tout x * y E Ker /J et x’ . y’ E D(A), (n- * yx y’ * y’) = &x . y) * 
~(x’ * y’) = 0. Ceci prouve que Ker Al. c Ann D( A). Puis si a E D( A) avec 
p.(a) # 0, il existe une base de A” contenant p(a) et done il existe une base 
de D(A) contenant p.(a) * p(a). De ce fait, si a E Ann D(A) forcement 
p(a) = 0, d’ou Ann D(A) C Ker /J. 
Desormais on suppose que A est pond&&e, i.e., il existe un morphisme 
d’algebres non nul w : A -+ K. Alors D(A) est pond&e par wD = w 0 /.L. 
2. DUPLIQUkE DUNE TRAIN ALGkBRE 
TH~OR~ME 2.1. Si A2 est une train algibre de degre’ r alors D(A) est 
une train algibre de o!egr& r + 1. 
D&vwnstration. Si tout x E A” vkifie la relation T(x) = x r + 
Cl<i4r-1(YiW(X)iXr-i = 0 avec r > 2 minimal alors en posant T,(y) = yr 
+C I<i<r-,w%(y)iy’-~ on a pour tout y E D(A): pu(T,(y)) = T( p(y)) 
= 0 done TD( y> E Ann D(A) et en particulier To( y) y = 0. Done D(A) est 
une train algebre de degre < r + 1. On remarque tout de suite que D(A) 
ne peut &re une train algebre de degre < r sinon il en serait de m;me pour 
A”. 
Supposons que D(A) soit une train algebre de degre r. Pour tout 
y E D(A)ona 
yr + c piwo( y)iyrpi = 0 (*). 
l<i<r-1 
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On a p,_ I = 0, car en prenant y = a + h avec w,(a) = 1 et b E 
Ann D(A), b # 0, comme (a + b)k = d pour k > 2 on a dans ( * ): P,- 1 b 
= 0. Soit e E A, w(e) = 1. Pour tout m > 1, x E A’, x Z 0, W(X) = 0 et 
z E D(A) tel que p(z) = x posons (e” + x)“’ = (e2)‘n + c,, k G ,n@m,k et 
(e . e + z)“’ = (e . e)“’ + C,, k -< ,,,A,,,,k, O?I O,, I; et A,,,, I; sont respective- 
ment des fonctions de e et x, et e . c et y qui krifient les relations: 
(I) %+ I. I, = @,,, k e2 + O,,l,k_l.c, 1 G k < w A,,,+,,,,+l = @ ,,,,,, ,x. 
(2) A,,,+ I. k = p(h ,,,, k>‘e” + P(A ,,,. k_,)--Y, 1 Gk G m Arn+l.,,l+I = 
P(A,,,, ,,,) . x. 
Avec O,,, ,) = (e’)“‘, Anl,,, = (e . e)““, O,, , = x et A ,, 1 = ;. Avec ces rela- 
tions on montre sans peine par rkurrence sur k que l’on a (3): ~(h,,,, k) = 
@,,,. k, 1 < k < m. De la polarisation de ( * ) il vient: A,., r = 0, Ar,, + 
Cn,ahl,,~)b jG r_ 1 &jA.,i = 0, 0 < i < r - 1; on en dgduit par rkurrence 
descendante a l’aide de (2), (3) que O,_ ,, )~, = 0 et pour 0 < i < r - 2, 
0 r-l., + Ctn;lx(i 2)<J<r-l p _ .O. r J rJl’, = 0. 11 en rksulte que tout &5ment x de 
A’ \&ifie la tr’ain gquation x + c, ~ I ~ r_ s Pi w( .r )‘r r-i = 0, d’oil urle 
contradiction. ??
REMMQUE 2.2. Ce &&tat complitte un thdorgme ittablit par Ethering- 
ton en [I] (cit& dans [8, Thkorknes 6.17 et 6.241). 
3. DUPLIQUkE D’UNE ALGkBRE DE 
BERNSTEIN PERIODIQUE 
DEFINITION 3.1. Une alggbre commutative pond&&e (A, w) est de 
Bernstein d’ordre n > 0 et de piriode p > 1, not&e B( n, p)-algkbre, si pour 
tout X E A on a X[“+?‘+lj = W(X)Wr’-l)X[n+~l (avec $11 z x et ,Ik+‘l = 
( dkl)‘), le couple ( p, n) &ant minimal pour l’ordre lexicographique. 
REM~ZKQUE 3.2. Ainsi les B(n, I)-alg&bres sont les algGbres de Bernstein 
d’ordre II ktudiges dans [2] et [3] et les B(O,2)-alggbres sont apparues dans 
[71. 
Dans ce qui suit on s’intkresse h la question suivante: &ant don&e une 
B(n, p)-algkbre (A, w) i q ue 11 es conditions la dupliquke D(A) est-elle une 
B(n, p)-algitbre? D’aprits la dGfinition 3.1 il est nkessaire que 2X A) soit 
commutative. 
THI?OR$ME 3.3. Si A” est une B(n, p)-al@bre a1or.s la dupliq&e corn-- 
mutatiw D(A) est une B(n + 1, p)-a@bre. 
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D&monstration. La structure d’alghbre de A2 >a Ann D(A) est don&e 
par: (x, a)( y, b) = (xy, _f”(x, y)), oti f : A2 X A2 + D(A) est une application 
bilinkire symhique. On a done ((x, a)Ykl = (~[~I,f(d-~~, dk-‘I)) pour 
tout k > 2 et tout (x, a) E A2 >a Ann D(A). Par conshquent on a 
((X a))[n+P+21 = (Jn+P+21, f(.Jn+P+ll, Jn+P+U)) = 0(X)2”+‘(2p-l)(X[,+21, 
j-(&+11, x[n+ll)) = w,(( x, a)) 2”f’(2P-1)((~, a))[“+2]. Done D(A) vhifie la 
relation de B(n + 1, p)-alggbre. I1 reste i dgmontrer la minimal& de 
(p, n + 1). Pour cela on pose e = (w)[“+‘1 oh w E A, w(w) = 1, done 
e[P+ ‘1 = e, et on considhe les deux cas suivants: 
(i) Si n = 0. Pour a E Ann D(A), a Z 0, on obtient (e*e + a)[P+l] = 
(e * e)[P’ ‘1 = e * e # e * e + a. 11 en rhulte que D(A) n’est pas B(0, p). 
(ii) Si n > 1. Alors D(A) n’est pas d’ordre < n; sinon on aurait pour 
tout y E D(A): y[n+p1 = 4 y)2”-‘(2P-1)y[n1, d’o; Il(y)[“+P1 = 
w( /-4 yN 2”?2r-up( y)l”l ce qui est impossible puisque A2 est d’ordre n. 
Supposons que D(A) soit B(n, p). Pour tout m > 1, tout x E A2, o(x) = 0, 
x # 0 et y E D(A) tel que p(y) = x on pose (e2 + x)I~+~] = eLrn+‘l + 
c A l<k<zm m,k et (e . e + y>rm+ ‘I = dm+ ‘I . d”+ ‘I + cl Q k d 2rnqrn, k. oh ks 
fonctions A,,, k et q,,, k vkifient les relations de rkurrence: 
(1) A,+l,l = 2e[m+21h,,l, A,+l,k = 2e[“+21h,,k + 
~l$i<kAm,iAnz,k-i~ 
(2) *\I + 1 1 = 2e’m+21p(qm,l), qm+l,k = 26?‘m+2’p(?m,k) + 
cl,i.k~(~~,‘i)‘~(~~,k-i), 
oh2<k,<2”+‘, All=2e2x, A,,=x~,~~~=~~~~~,~~~=x~x 
et en posant A,,,> k = 0, Ti, k = 0 si k 9 2”“. De (lj, (2) on dhduit ’ 
(3) ,-@,,, k) = A,, k. 
De la polarisation de (e me -k Y)[~+~+‘] = (e *e + y)[“+l] on a qn+p,k = 
9 n k pour tout 1 < k < 2”+P - ‘, d’oti en utilisant (2), (3) on montre par 
rhdurrence que An+p_l k = A,_ l,k pour tout k, par conskquent (e2 + 
,)Ln+pl = (e” + x)[~] pouk tout x E A2 done une contradiction. ??
COROLLAIRE 3.4. 
(a) Si A est une B(0, p)-alg&re alors D(A) est une B(1, p)-alg&re. 
(b) Si A est une B(n, p)-alg&re d’ordre n > 1 aZors D(A) est B(n, p) 
ou B(n + 1, p). 
Dhrwnstration. Pour (a), montrons que si A est B(0, p) on a A2 = A. 
En effet soit x E A, si o(x) # 0 comme x = w( x)(w( x)-‘x)[P+ ‘1 on a 
xEA2etsio(x)=Oonae+xEA2o;e~Ip(A).Pour(b)ilsuffitde 
voir que A2 est une B(n - 1, p) ou une B(n, p)-algitbre. ??
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REMARQUE 3.5. 
(a) En utilisant la mSme technique qu’au th&or&me 2.1 mais avec les 
fonctions A, k et *m k util&es au thhoritme 3.3 on montrerait que si A2 
v&ifie une train gquation pour les puissances pleines de degrf? r > 2: 
x[‘l + ~.lbi~r_1(YiW(X)2’X”-” = 0, 1 a ors D(A) est une train alg&hre pour les 
puissances pleines de deg& r + 1. 
(h) Pour p = 1, le r&ultat du corollaire 3.4(a) correspond i la loi de 
Hardy-Weinberg qui apparait souvent en g&&ique des populations. Plus 
g&&alement, d’apr& le th&o&me 3.3 et le corollaire 3.4 on peut affirmer 
que si la distribution en frhquences (ou en prohahilit&) des types g&ques 
d’une population est dans une situation d’gquilihre p-pb-iodique Zi partir de 
la n-&me g&&ration, cette situation d’kquilihre se retrouve aussi au ni\wn 
de la distribution gbotypique. 
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